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Exercice 1 : La diffusion Bhabha

Nous étudions dans la suite le processus Bhabha e−(p1) + e+(p2) → γ∗ → e−(p′1) + e+(p′2) pour
des électrons non-polarisés et en négligeant la masse de l’électron.

a) Dans quelles conditions peut-on négliger la masse de l’électron ainsi que l’échange du boson Z ?

L’amplitude de diffusion prend la forme

M =Ms −Mt , (1)

Ms =
e2

s
[v̄(p2)γµu(p1)][ū(p′1)γµv(p′2)] , (2)

Mt =
e2

t
[ū(p′1)γνu(p1)][v̄(p2)γνv(p′2)] . (3)

b) Tracez les diagrammes de Feynman (à leading order) en indiquant toutes les informations perti-
nentes et justifiez le signe relatif entre les amplitudesMs etMt.

c) Donnez la définition de l’élément de matrice |M|
2

et calculez le en fonction des variables de
Mandelstam s, t, u. Utilisez

∑
spins |Mt|2 =

∑
spins |Ms|2(s↔ t).

d) Donnez la section efficace différentielle dσ/dΩ∗ en fonction de l’angle de diffusion cos θ∗ dans
le référentiel du centre de masse.

Exercice 1a)
On peut négliger la masse de l’électron et l’échange du boson Z si me �

√
s� mZ .

Exercice 1b)
Diagrammes :

En tracant le carré des amplitudes on voit que ,MsM∗
s etMtM∗

t ont deux lignes fermioniques fermées.
Lorsque les termes d’interferenceMsM∗

t etMtM∗
s ont une ligne fermionique fermée. Il y a donc un

signe relative (−1) entre les deux ampitudes.



Exercice 1c)
On a

|M|2 =
1

4

∑
s1,s2

∑
s′1,s

′
2

|M|2

avec

|M|2 = |Ms −Mt|2 = |Ms|2 + |Mt|2 − 2<[MsM∗
t ] .

Les variables de Mandelstam sont définies comme suivant :

s = (p1 + p2)2 = 2p1 · p2 = (p′1 + p′2)2 = 2p′1 · p′2 ,
t = (p1 − p′1)2 = −2p1 · p′1 = (p2 − p′2)2 = −2p2 · p′2 ,
u = (p1 − p′2)2 = −2p1 · p′2 = (p2 − p′1)2 = −2p2 · p′1 .

Pour la voie ’s’ on trouve :∑
spins

|Ms|2 =
e4

s2

∑
spins

[v̄(p2)γµu(p1)ū(p1)γνv(p2)][ū(p′1)γµv(p′2)v̄(p′2)γνu(p′1)]

=
e4

s2
Tr[(p/2 −m)γµ(p/1 +m)γν ]Tr[(p/′1 +m)γµ(p/′2 −m)γν)]

' e4

s2
Tr[p/2γ

µp/1γ
ν ]Tr[p/′1γµp/

′
2γν)]

=
e4

s2
× 4[pµ2p

ν
1 + pν2p

µ
1 − ηµν(p1 · p2)]× 4[p′2µp

′
1ν + p′2νp

′
1µ − ηµν(p

′
1 · p′2)]

= 16
e4

s2

[
2(p2 · p′2)(p1 · p′1) + 2(p1 · p′2)(p2 · p′1)

− 2(p′1 · p′2)(p1 · p2)− 2(p′1 · p′2)(p1 · p2) + 4(p′1 · p′2)(p1 · p2)
]

= 32
e4

s2

[
(p2 · p′2)(p1 · p′1) + (p1 · p′2)(p2 · p′1)

]
= 8

e4

s2

[
t2 + u2

]
.

Le résultat pour la voie ’t’ peut être obtenu par croisement s↔ t :∑
spins

|Mt|2 =
∑
spins

|Ms|2(s↔ t) = 8
e4

t2

[
s2 + u2

]
.

Bien sûr, on peut trouver ce résultat aussi par un calcul direct.



Reste à calculer le terme d’interférence :∑
spins

MsM∗
t =

e4

st

∑
spins

[ū(p1)γµu(p′1)ū(p′1)γνv(p′2)v̄(p′2)γµv(p2)v̄(p2)γνu(p1)]

=
e4

st
Tr[(p/1 +m)γµ(p/′1 +m)γν(p/

′
2 −m)γµ(p/2 −m)γν ]

' e4

st
Tr[p/1γ

µp/′1γνp/
′
2γµp/2γ

ν ]

= −2
e4

st
Tr[p/1γ

µp/′1p/2γµp/
′
2] en utilisant γνp/

′
2γµp/2γ

ν = −2p/2γµp/
′
2

= −8
e4

st
(p′1 · p2)Tr[p/1p/

′
2] en utilisant γµp/′1p/2γµ = 4(p′1 · p2)

= −32
e4

st
(p′1 · p2)(p1 · p′2)

= −8
e4

st
u2 .

En combinaisant ces résultats on trouve :

|M|2 = 2e4

[
t2 + u2

s2
+
s2 + u2

t2
+

2u2

st

]
= 2e4

[(s
t

)2

+

(
t

s

)2

+
(u
s

+
u

t

)2
]

=
2e4

s2t2
(s4 + t4 + u4)

Exercice 1d)

dσ

dΩ∗
=

1

64π2s
|M|2 =

α2

2s

[(s
t

)2

+

(
t

s

)2

+
(u
s

+
u

t

)2
]

=
α2

2s

s4 + t4 + u2(s+ t)2

s2t2
=
α2

2s

s4 + t4 + u4

s2t2
,

car s+ t = −u. On a

t = −s
2

(1− cos θ∗) , u = −s
2

(1 + cos θ∗)

s4 + t4 + u4 =
s4

8
(3 + cos2 θ∗)2 , s2t2 =

s4

4
(1− cos θ∗)2 .

Donc

dσ

dΩ∗
=
α2

4s

(3 + cos2 θ∗)2

(1− cos θ∗)2
avec s = 4E∗2 .



Exercice 2 : Invariance de jauge SU(3)

Le Lagrangien de la QCD est donné par

LQCD = −1

4
Ga
µνG

µν
a +

∑
f

q̄f (iγ
µDµ −mf )qf (4)

avec

Dµ = ∂µ + igGa
µTa , Ga

µνTa =
−i
g

[Dµ, Dν ] . (5)

Ici, les générateurs Ta sont dans la représentation fondamentale, c.à.d., Ta = λa/2 avec les matrices
λa=1,...,8 de Gell-Mann.

a) Rappelez (sans dérivation) comment les différents objets (quarks, gluons, dérivée covariante)
changent sous une transformation de jauge SU(3)c et montrez que LQCD reste invariant.

b) Montrez que Ga
µν transforme selon la représentation adjointe de SU(3)c.

Piste : Considérez une transformation infinitésimale avec paramètres αa(x)� 1.

Exercice 2a)
Les quarks transforment selon la représentation fondamentale 3, et les anti-quarks selon la représentation
anti-fondamentale 3̄ :

q → q′ = Uq avec U = eiα
a(x)Ta

, T a =
λa
2

q̄ → q̄′ = q̄U−1 ,

ou les matrices λa (a = 1, . . . , 8) sont les matrices 3× 3 de Gell-Mann.

Les matrices gluoniques Gµ := Ga
µTa et la dérivée covariante Dµ = ∂µI + igGµ (I est la matrice

d’identité 3× 3 dans l’espace de couleur) transforment comme suivant :

Gµ → G′µ = UGµU
−1 − i

g
U(∂µU

−1) = UGµU
−1 +

i

g
(∂µU)U−1 ,

Dµ → D′µ = UDµU
−1 .

Finalement, le tenseur gluonic Gµν := Ga
µνTa change comme suivant sous une transformation de jauge :

Gµν → G′µν = UGµνU
−1 .

Notez : On n’a pas Ga
µν → Ga

µν
′ = UGa

µνU
−1. Voir question b).

Connaissant ces lois de transformation, l’invariance de jauge du Lagrangien de la QCD peut être vérifiée
facilement :

LG = −1

4
Ga
µνG

µν
a = −1

2
Tr[GµνG

µν ]→ −1

2
Tr[G′µνG

′µν ] = −1

2
Tr[UGµνU

−1UGµνU−1] = LG

à cause de la cyclicité de la trace (et le fait que U−1U = 1).



En plus, on a

q̄q → q̄′q′ = q̄U−1Uq = q̄q ,

q̄Dµq → q̄′D′µq
′ = q̄U−1UDµU

−1Uq = q̄Dµq ,

(séparement pour chaque saveur q = u, d, s, c, b, t) ce qui implique que

LF =
∑
f

q̄f (iγ
µDµ −mf )qf → LF .

Exercice 2b)

À montrer :

Ga
µν → Ga

µν
′ = (eiα

c(x)Fc)
a

bG
b
µν

ou (Fc)
a
b = −ifcab sont les générateurs de SU(3) dans la représentation adjointe.

Considérons une transformation infinitésimale (αa(x)� 1). Dans ce cas il faut montrer :

Ga
µν
′ = (δab + iαc(Fc)

a
b)G

b
µν .

Demonstration (en négligeant les termes de l’ordre O(α2)) :

G′µν = Ga
µν
′Ta = UGµνU

−1 αc�1
= (1 + iαcTc)Gµν(1− iαcTc) +O(α2) = Gµν + iαc[Tc, Gµν ]

= Gµν + iαc[Tc, Tb]G
b
µν = Gµν + iαc(ifcbaTa)G

b
µν = Ga

µνTa + iαc(−ifcabTa)Gb
µν .

Puisque les générateurs Ta forment une base de l’algebre de Lie on peut conclure que

Ga
µν
′ = Ga

µν + iαc(−ifcab)Gb
µν = Ga

µν + iαc(Fc)
a
bG

b
µν q.e.d.

Une transformation finie (connecté avec la matrice d’identité) peut être obtenu d’une façon unique par
exponentiation d’une transformation infinitésimale et on peut donc conclure que le tenseur Ga

µν trans-
forme selon la représentation adjointe.



Exercice 3 : Règles de Feynman et production du boson de Higgs

Le Lagrangien effectif gouvernant l’interaction du boson de Higgs avec des gluons est donné par

Leff = −k
4
Ga
µνG

µν
a h , (6)

où k est une constante 1, h est le boson de Higgs et Ga
µν est le tenseur des gluons.

a) Le vertex Vggh prend la forme Vggh = ikδabHµν(p1, p2). Ici (p1, a, µ) sont l’impulsion, la couleur
et l’indice de Lorentz du premier gluon, (p2, b, ν) l’impulsion, la couleur et l’indice de Lorentz
du deuxième gluon et le boson de Higgs a une impulsion p3.
Dérivez le tenseur Hµν(p1, p2) en utilisant les règles discutés en cours pour dériver un vertex à
partir d’un Lagrangien.

b) Leff génère aussi des interactions du boson de Higgs avec trois et quatre gluons. Les vertex
prennent la forme Vgggh = −kgsfabcV µνσ, Vggggh = −ikg2

sX
abcd
µνσλ.

Donnez sans dérivation les expressions pour V µνσ et Xabcd
µνσλ.

Piste : Comparez avec le vertex à trois et quatre gluons en QCD.
c) Le mécanisme dominant pour la production du boson de Higgs au LHC est le processus gg →
h. En utilisant le vertex effectif Vggh = ikδabHµν(p1, p2), donnez l’expression pour la section
efficace σ̂(gg → h). Notamment, spécifiez l’élément de matrice |Mfi|

2
moyenné sur les spins et

couleurs et l’espace de phase. Utilisez HµνHµν = m4
h/2.

d) Bonus : Proposez une expression pour la section efficace σ(p+p→ h) de la production du Higgs
dans les collisions proton–proton dans le modèle des partons.

Exercice 3a)

Étape 1 : La partie du Lagrangien effectif qui contribue au vertex ggh est donne par

iL = −ik
4

(∂µG
a
ν − ∂νGa

µ)(∂µGν
a − ∂νGµ

a)h = i
k

2
[−(∂αG

µ
agµν)(∂

αGν
b δ
b
a) + (∂νG

µ
a)(∂µG

ν
b δ
b
a)]h .

Étape 2 : Il faut maintenant remplacer les dérivées par (-i) fois l’impulsion entrante des champs
concernés :

iL → i
k

2
[−(−ip1αgµν)(−ipα2 ) + (−ip1ν)(−ip2µ)]δabGµ

aG
ν
bh = i

k

2
[gµνp1 · p2 − p1νp2µ]δabGµ

aG
ν
bh .

Étape 3 : Faire une somme sur les permutations des indices et impulsions de particules identiques :
En échangeant en même temps (p1, a, µ) ↔ (p2, b, ν) on retrouve la même expression. Il faut donc
multiplier l’expression précédente avec 2 :

iL → ik[gµνp1 · p2 − p1νp2µ]δabGµ
aG

ν
bh .

1. Pour être complet, jusqu’à 2-boucles k = −αs

3πv (1 +
11
4
αs

π ). Ce Lagrangien est valable dans la limite mt � mh où mt

est la masse du quark top et mh la masse du boson de Higgs. v = 246 GeV est la valeur moyenne dans le vide (vev) du Higgs.



Étape 4 : Finalement il faut enlever les champs extéreurs pour trouver le vertex :

Vhgg = ikδabHµν(p1, p2) avec Hµν(p1, p2) = [gµνp1 · p2 − pν1p
µ
2 ] .

Remarque : Dans cet exercice on ne peut pas utiliser l’integration par partie comme on l’a fait pour
dériver le propagateur du gluon. La dérivée totale serait multiplié par le champ h et par conséquent cela
ne serait plus une dérivée totale.

Exercice 3b)
Ici, on peut suivre exactement la dérivation du vertex à 3 gluons et à 4 gluons en QCD (multiplié avec
h). Par conséquent les expressions pour V µνρ et Xabcd

µνσλ sont les mêmes comme dans ces vertex :

V µνρ = gµν(p1 − p2)ρ + gνρ(p2 − p3)µ + gρµ(p3 − p1)ν ,

Xabcd
µνλσ = fabefcde(gµλgνσ − gµσgνλ) + facefbde(gµνgλσ − gµσgνλ) + fadefcbe(gµλgνσ − gµνgλσ) .

Exercice 3c)

La section efficace partonique pour le processes g(p1) + g(p2)→ h(ph) est donné par :

σ̂ =
1

2ŝ
|M |2 d3ph

(2π)32Eh
(2π)4δ4(p1 + p2 − ph)

=
1

2ŝ
|M |22πδ(ŝ−m2

h) ,

Moyennant sur les helicities et couleurs des gluons on a

|M |2 =
1

4

∑
λ1,λ2

1

(N2
c − 1)2

∑
a,b

|M |2

avec

M = kδabHµν(p1, p2)εaµ(p1, λ1)εbν(p2, λ2) ,

|M |2 = k2HµνHρσεaµ(p1, λ1)εbν(p2, λ2)εa∗ρ (p1, λ1)εb∗σ (p2, λ2)δabδab .

En utilisant ∑
λ1

εaµ(p1, λ1)εa∗ρ (p1, λ1)→ −gµρ ,∑
λ2

εbν(p2, λ2)εb∗σ (p2, λ2)→ −gνσ ,∑
a,b

δabδab = N2
c − 1 ,

on trouve

|M |2 =
1

4

1

(N2
c − 1)2

k2HµνHµν(N
2
c − 1) .

Comme indique, on a

HµνHµν = (gµνp1 · p2 − pν1p
µ
2)(gµνp1 · p2 − p1νp2µ) = 2(p1 · p2)2 =

ŝ2

2
=
m4
h

2
.



On trouve alors

|M |2 =
1

4

1

N2
c − 1

k2m
4
h

2
=

1

64
k2m4

h ,

σ̂ =
π

64
k2m2

hδ(ŝ−m2
h) .

Exercice 3d)
Dans le modèle des partons on a

σ(p+ p→ h) '
∫ 1

0

dx1

∫ 1

0

dx2 g(x1)g(x2)σ̂(g + g → h)|ŝ=x1x2S .

Ici g(x) est la densité de probabilité de trouver un gluon dans le proton qui porte une fraction x de
son impulsion, c.à.d., p1 = x1PA, p2 = x2PB ou PA et PB sont les impulsions des deux protons. S est
l’énergie du centre de masse au carré et ŝ = x1x2S = (p1 +p2)2 l’énergie du centre de masse partonique.

En utilisant le resultat pour la section efficace partonique (σ̂) on trouve

σ(p+ p→ h) =

∫ 1

0

dx1

∫ 1

0

dx2 g(x1)g(x2)
π

64
k2m2

hδ(x1x2S −m2
h) .

Pour évaluer l’integral sur x2 on utilise

δ(x1x2S −m2
h) =

1

x1S
δ

(
x2 −

m2
h

Sx1

)
=

1

x1S
δ

(
x2 −

τ0

x1

)
avec τ0 :=

m2
h

S
.

On trouve alors le resultat final pour la section efficace :

σ(p+ p→ h) =
π

64
k2m2

h

∫ 1

0

dx1
1

x1S
g(x1)g(τ0/x1)×Θ(0 < τ0/x1 < 1)

=
π

64
k2τ0

∫ 1

τ0

dx1

x1

g(x1)g(τ0/x1) .


