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Physique des Particules - TD5

Problème 1

Le lagrangien de la QED est donné par

LQED = −
1

4
FµνF

µν + ψ̄(iγµDµ −m)ψ

avec Dµ ≡ ∂µ − ieAµ, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

1. Montrez que LQED est invariant sous les transformations locales de jauge U(1) suivantes :

ψ(x) → ψ′(x) = e−iqΛ(x)ψ(x) ,

ψ̄(x) → ψ̄′(x) = ψ̄(x)e+iqΛ(x)

Aµ(x) → A′

µ(x) = Aµ(x) + ∂µΛ(x) .

2. Montrez que l’on peut symétriser le lagrangien

LQED → L′

QED = −
1

4
FµνF

µν +
1

2
ψ̄i∂µγ

µψ −
1

2
(∂µψ̄)iγ

µψ −mψ̄ψ + eψ̄Aµγµψ

tel que l’action S =
∫

d4x L ne change pas (c.à.d. S = S ′ =
∫

d4x L′).

3. Déterminez les équations de mouvement pour F µν (Aµ) et ψ en utilisant les équations d’Euler-

Lagrange résultant de la variation de l’action. Pourquoi peut-on varier les champsψ et ψ̄ séparément ?

4. Le théorème de Noether attribue à chaque symétrie continue (globale) du lagrangien une grandeur

conservée. Montrez que l’invariance de LQED sous des transformations globales U(1) implique

la conservation de la charge électrique.

Problème 2

Vérifiez la relation de fermeture suivante

∑

λ=1,2

ǫ
µ
λ(k)ǫ

ν⋆
λ (k) = −gµν −

kµkν

|~k|2
+
k0(kµην + kνηµ)

|~k|2
,

avec η = (1, 0, 0, 0), η · ǫλ(k) = 0, k · ǫλ(k) = 0, ǫλ(k) · ǫ
⋆
λ′(k) = −δλλ′ .

Problème 3

Montrez que

Aµ(x) =

∫

d4y

(2π)4
Dµν(x− y)jν(y)

avec

Dµν(z) = gµν

∫

d4q eiq·z
(

−
1

q2

)

est une solution de ✷Aµ(x) = jµ(x).

Indication :
∫

d4qeiq·z = (2π)4δ(4)(z).
Tournez la page s.v.p.



Problème 4

En utilisant {γµ, γν} = 2gµν et γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 montrez que

1. (γ5)
2 = 1,

2. Tr[γµ1
γµ2

. . . γµn
] = 0 pour un nombre n impair,

3. Tr[γµγν ] = 4gµν ,

4. Tr[γ5γµγν ] = 0

5. Tr[γµγνγργσ] = 4(gµνgρσ + gµσgνρ − gµρgνσ) ,

6. Tr[γ5γµγνγργσ] = 4iεµνρσ ,

7. γµγνγ
µ = −2γν ,

8. γµγνγργ
µ = 4gνσ ,

9. γµγνγργσγ
µ = −2γσγργν .

Problème 5

Montrez que la contraction de deux ε-tenseurs donne :

εµαβγε ρστ
µ = −(gαρgβσgγτ − gαρgβτgγσ − gασgβρgγτ + gασgβτgγρ + gατgβρgγσ − gατgβσgγρ).

Qu’est-ce qu’on peut en déduire pour εµαβγε στ
µα , εµαβγε τ

µαβ ?

(Indication : Observez d’abord qu’au côté droit de l’équation ci-dessus peuvent apparaı̂tre uniquement

les six tenseurs métriques. Vérifiez aussi que εµαβγεµαβγ = −24.)


