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TD n°7 Solutions ) )
Couplage de moments cinétiques et applications

1 Couplage de deux spins 1/2 : Dy_1/2@Dj_172=Dj=0 @& Dj=1

C’est un exercice de cours. Voir aussi la réf. : [1], chap. X, p.1006.

1. On considére une particule 1 (respect. 2) de spin 1/2, décrit par un vecteur dans ’espace de
Hilbert H1, de base |+1),|—1) (respect. Ha, de base |+2),|—2)). Une base orthonormée de
I’espace total Hior. = H1 ® Ha est donc donnée par les 4 vecteurs

([+1,+2), [+1, —2), [—1, +2), [—1, —2))

Remarque : on note |41, +2) = [+1) ® |+2), etc...

2. Onnote S; = (S1,2,51,y,51,2) les opérateurs de spin de la particule 1, et de méme S, pour la
particule 2. L’opérateur de rotation d’un angle o autour de ’axe @ du systéme total s’écrit :

Rz (@) = R),a () @ Rezy.a (@)

avec

N Z —_— " Z S
Ry (o) = exp (—hole.u> ) R9).7 () = exp <—ha52.u)

On déduit que Ry () = exp (—%a (51 + 52) .ﬁ) = exp (—%aﬁ.ﬁ) est générée par S =

S+ S5). On vérifie que ces opérateurs forment l’algébre du moment cinétique en écrivant
[S2,8y] = [(S1,2 + S2,2)  (S1,y + S2,y)] = S1,2 + 52, = S, ete...

3. On veut décomposer I'espace total Hior. = D12 @ Dy /o en représentation irréductibles des

rotations du systéme total, générées par S. Autrement dit, on cherche une base de vecteurs

|J, M) (& exprimer dans la base de départ), vérifiant :
S.|J, M)y = Mh|J, M),  S?J,M)=h>J(J+1)|J, M)

=524 §2+425,.5,. Et

\_/\/

On écrit : §2 = (51 + Sz

o
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(Sl zSZ ,T + Sl ySQ y + Sl ZS2 z)
Sl +SQ -+ = 51 _5 o+ + Sl 25 z)
avec Sy = 5, £15,. Donc
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( 1 +52 -+ Sl g2,+ + 25'1,25'2,2)
4. On va aussi utiliser :

A 3

S3|— >= rfz\— >

S1,+|* >= h|+ >

Sl,_‘— >=0
A h
S1,z|E£ >= i§|i >



On calcule :
S| ——>=(=1h|— - >

S0 2 (3 3 1 2
——>= St oo )| - —>=2K——
S7| > h<4 I 4)| >= 2h°| >

donc :
|——>=|J=1,M=-1>
Ensuite, on crée |J = 1, M = 0 > par action de 5'+ :

1 4 1 N N

J=1M=0>=—"2S5(|J=1M=—-1>= —— (S1,+ + 52, -—>
| ﬁ\/ﬁ +| h\/g(1+ 2+)|
= (> H -+ >)
V2
et on crée |J =1, M =1 > par action a nouveau de §+:
J= L, M=1>= 2§, [J=1;M=0>= (S +8 )i(|+—>+\—+>)
) h\/i + ) FL\/§ 1,+ 2,4+ \/E

1
:§(|++>+\++>):|++>

On a donc obtenu trois vecteurs |J = 1, M = —1,0,+1 > de I'espace Hot qui lui est de dimension 4.
Le complémentaire orthogonal est de dimension 1, et engendré par le vecteur :

1

W>=—Z%(+->--+>)

S

2
on calcule de méme : A R
S%p >=...=0, S, >=0
donc |[¢p >=|J=0,M =0 >.
En résumé, voici la décomposition de l’espace H;o: en vecteurs |J, M > orthonormés :

J=1M=+1> =4+ >
Triplet : |[J=1M=0> :%(|+7>+|7+>)
T M= 1> >
1

Singlet :|J=0M=0>=—(4+—->—|—+>

g | 7 (I | )
Montrant que 'espace Hyor = D12 @ D1 /2 se décompose en somme deux représentations irréduc-
tibles du groupe de rotation :

D1/2®D1j2 =Dy=1 ®Dy=0 (1

~—

Les dimensions de ces espaces sont : 2 x 2 =3 + 1.
Remarquer que les valeurs de J possibles de la particule composée sont la somme J = |% + %| =
1

1 et la différence J = %— %| = 0 des deux spins 3 individuels. Les coefficients devant les

états |+, +) dans les expressions des états triplets et singlet ci-dessus, s’appellent coefficients
de Clebsch-Gordan.

2 Structure hyperfine des atomes

(Suite de exercice (1)). Réf. : [1], chap. XII-D, p.1217.

1. Comme en algébre vectorielle, il semble assez clair que le produit scalaire §1.§2 est invariant
par rotation de ’ensemble. (En physique, on dit que c’est un “opérateur scalaire”). Pour étre



plus précis, pour montrer 'invariance par rotation, il faut montrer [f[ , g} = 0. On a vu que
52 = S? + 53 +28,.5,. On déduit que
I;[ = Af + B.§1.§2
~ B /a 2, 2,
—Al+3 (52—55—55)

~ B[ 3
=Al+— (S§*—h*ZI
+2(s 2)

On a utilisé le fait que sur H;o, S? = h?31, §§ = h?37] (car pour j = 1/2 alors j (j + 1) =
3/2). Or [§2§] — 0 donc [Hﬁ] —0.

. Ensuite, on a §2|J, M) = h2J (J + 1), on déduit que

H|J =0,M)=FEo|J=0,M), M=0

H|J =1,M) = Ey|J =1, M), M=-1,0,+1

avec B 3
Ej=A+ R (JJ+1)—=
2 2
soit, :

1
Ey=A— ZBFF, Ei=A+ ZBh2

c.a.d. que H a deux niveaux d’énergie, Fj_g, F'j—1 de multiplicité respectives 1, 3. Par consé-
quent, dans son état d’énergie fondamentale, la particule composée est une particule de
moment angulaire intrinséque J = 0. Dans son état excité elle a un moment angulaire in-
trinséque J = 1.

. On écrit AE = hv et A = £ =21 cm. Donc AE = QWTFLC =6.10%V.0Or AE=FE, — Ey =
%BFF, donc

4 AFE

7 h?

. v =9192631770, donnant AE = hv = 3.810%eV.

B =

. Onavuque D), ®Dy/3 =Dy ®D1. Si H est un opérateur vérifiant [ﬁ, 5’1 = 0 (invariance

par rotation) alors d’aprés le Lemme de Shur, H exprimé dans la décomposition Dy ¢ Dy
est de la forme bloc:

M0
H= N 0 , M ) AvMER
Do D,y

Or on a vu que Popérateur A.J + B.S1.8 = A+ Z1? (J(J +1) — 2) sexprime dans cette
méme décomposition par

Ey=A— 3Bh? 0
0 Ey = A+ ;BR?

11 suffit donc de prendre A, B tels que A — %th =detu=A+ ith.

Plus généralement, pour le couplage D;, ® D;, = @;;Tj;_jlle, un opérateur invariant
s’exprime comme )\jj sur chaque espace D; de la décomposition. Il y a donc N = j + j1 —
|j2 — j1| paramétres indépendant ;. Comme l'opérateur de Casimir 52 est h%j (j 4+ 1) I sur



un espace D; (et distingue donc les espaces D;) on déduit que un opérateur invariant peut

. . . N2 L\N—1
s’exprimer sous la forme H = pol + 152 + o (SQ) 4.4 uN—1 (SQ) . T est possible

Nk
de relier les (/,Lj)j et les ()\j)j. De fagon équivalente on pourrait utiliser (51.52) a la place

\k
de (52) , les coefficients seraient différents.

Couplage D;-1®D _; 2. Symétrie d’isospin et diffusion pion-
nucléon

.OnaDju1 ® Dj:1/2 = Dj:1/2 &) Dj:3/2, de dimensions 3 x 2 =2+4 = 6 (d’aprés dimD; =
27 +1).

. En utilisant la table, et les correspondances [p) = |jo = 2,mo = 1), |7F) = |j1 = 1,my = 1)
etc.. , on obtient :

Pty =13:3), p%) = V2B15: 5) ~ VI8l 5 )
o) = VITBl5:~5) — V2Bl 55 —) ) = V73155 5) + V2Bl 55 5)
Inn%) = V37312 5) + VIl — 5), ) =135 -2)

. D’apres le Lemme de Shur, dans un espace de représentation irréductible, un opérateur
invariant U doit agir comme l’identité a une constante complexe prés. De plus il est nul
entre des espaces iréductibles différents. Donc dans la décomposition D;_; /o & Dj—3/5 :

T — Aoy 0
U:D3/2®D1/2 ( 6 A1/2j2 )

avec Ag/o, Ay/o € C.

4. on obtient :

. 2 2
o(prt = prt) = |t (Olp )] = Al

- L2 V2 V2
U(pW —”WO) = |(n,7°|Ulp, = >' = ?A3/2—?A1/2

2
o(pr™ —pr) = |(pa |[Ulp,7)

2 1 2
=|-A -A
‘ ’3 3/2 T 3411/2

(a) si [Agja| > |Aypl, alors o (prt — prt) = |Agp|” I
|2

, o (pr™ =) ~ 2|43,

9 b

o(pr~ = pr)~i |A3/2
(b) si|As/a| < |A1e|, alors o (pnt — prnt) ~ 0,0 (pr~ — nn®) ~ 2 ’A1/2|2, o(pr™ —pr7)
2
g [ Aip|
(c) si Asjp = Ay, alors o(prt —pnt) = |A3/2|2, o (pw* — mro) ~0,0(pr~ = pr~) =
| Asol”

5. L’expérience donne :

+ +
ot o pm) sy
o (pr— — nnV)

+ +
ol 2P gy
o(pr— — pr7)

~



On est donc proche de la situation |Asz/s| > |Aj |-

6. Durée de vie 7 ~ TEE = 6.5107%*s. L’espace de degré interne d’isospin de cette particule

A est Dj_3/5, de dimension 2j 4+ 1 = 4. D’aprés Pécriture |j = 3/2,m = 3/2) = [pT,nT),
etc... on déduit que |[ATF) = |j = 3/2;m = 3/2), |AT) = |j = 3/2;m = 1/2),|A%) = |j =
3/2m = —1/2)|A7) = |j = 3/2im = —3/2).
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