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TD n°3 Solution

Spectre de loscillateur Harmonique.
La force de Casimir du vide quantique.

1 Spectre de l'oscillateur Harmonique

1. Le modéle de loscillateur harmonique est important en physique, car il permet de décrire le
comportement des particules prés de leur position d’équilibre stable. En effet, & “basse” tempé-
rature, les particules se mettent prés de leur état de plus basse énergie, et 'approximation a
Pordre 2, de l'énergie potentielle V (z) prés de son minimum est de la forme V (z) = 1ka?, avec
k= (dQV/ d:U?)min' Par exemple les petites oscillations d’un atome dans une molécule, ou dans

un solide sont décrites par le modeéle de 'oscillateur harmonique.

2. On calcule tout d’abord que [Q, ]3] = il. Puis

(1+1)=1

o) = 5 ([@-#]+ [.0]) =

2
Soit aa™ = ata + I donc

[N,a] =ataa — (aa+)a:a+aa— (a+a—|—f> a=-—a

et de méme
[N,aﬂ =a" (aa") —atata=a* (a+a + I) —atata=a" (1)

On a inversement

O
Il
‘H

=

+
Q

=

%,
Il
‘@

(a™ — a). On utilise aat = ata + I et on obtient :
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N~ = N~

1 A 1.
(ata+aa™) = ihw <2a+a+ I) = hw <N+ 2[)
soit : )
H = hw (N + 2f) (2)
3. Cherchons la fonction notée 1 (Q), définie par :

awozo

(c’est a dire que 1o est dans le noyau de 'opérateur a). On se rappelle que par définition des opérateurs

)
)

Q, P, pour tout état ¢, on a (Q|Qy) = Q(Q|y) et (Q|Py) = —7;%<QW)>. Cela donne :
—< Qlavo >= Q1 (@ +iP) i) = 75 (Q+ 55 ) (@), vQeR
On obtient donc ’équation différentielle du premier ordre :
dipo
a0 - —Qvo

1



que ’on résoud en écrivant, :
oo = ~QuQ & diog o = a (3G*)
S logg = —%Q2 + cste & o (Q) = Ce 29
La constante C' se trouve en cherchant une solution normalisée :
L=l = [ @Pag=c* [ @ag =i

donc C = /4,

Notons que g est vecteur propre de 'opérateur N = ata avec la valeur propre O :
Npg = a™ (arhe) = 01bg

. On cherche maintenant les autres vecteurs propres de N. Pour un entier n > 1, on définit par récurrence

I’état ¢, par
1 1 1
— + — —
= —=0" Y1 = —— =—
v Vvn Ynt n(n—1) Vvn!

Supposons que Ntp,_1 = (n — 1)1),,_1. Alors utilisant (1), donnant Na* = a™N + a* = a* (N + f) on
a

(aT)Q Yn—2 = (aT)n Yo

an = %NajLwn—l = %Cﬁr (N + f) 1/%—1 = %CI;F (TL -1+ 1) 'l/)n—l = ni,

Calculons la norme de #,,. On utilise aat = ata + I :

(n 1+1)

90l = Galthn) = 1 {nrlaagn 1) = —nal (8 + 1) o) = -1l = -

Par récurrence on déduit que ||1pn|\2 = 1 (est normalisé) et que pour tout n € N, v, est vecteur propre
de N avec la valeur propre n :

Ni/}n:nwn
. Ona:

a, = %aaﬂ/}nq = % <a+a + f) Y1 = \/ﬁwnq.

. Cherchons maintenant la fonction d’onde de I’état i, :

1 1
0n(Q) =< Qb >= = < Qlat b 3= <Q - dQ) n1(Q) 3)

La fonction d’onde v, (Q) s’obtient donc par une opération de dérivation & partir de la fonction 1,1 (Q).
. Pour simplifier I’écriture, on définit la fonction H,, (Q) par ’écriture :

U (@) = <Q|¢n>1exp< (= )1/2Hn<c2>

nl2n
et connaissant 1y (Q) ci-dessus, on observe que Hy (Q) = 1. La relation de récurrence (3) donne
1 Q? 1 \"? 1 d 1 Q2 1 1/2
7172 P <_2) (n!2"> 1. (Q) = 2n 7@ wi/4 > ((n - 1)!2”1) Hn1(Q)
1 dHp, 1
. Hn N~ Hn -\~ an -
@<2n> @ - N(Q (@, - 1)
donc :

(@) = (20 15 ) Ha(@

et on déduit que H, (Q) est en fait un polynome de degré n & coefficients entiers appelé polynome
d’Hermite, dont les premiers termes sont :

Ho(Q) =1, H,(Q)=2Q, Hy(Q)=4Q*—-2,...



8. Le spectre de H s’obtient simplement de la relation H = hw (N + %Id). Donc E,, = hw (n + %)

9. Comme N est auto adjoint (N+ = (a"‘a)Jr = N), les vecteurs propres ¢, forment un ensemble ortho-
normés de vecteurs (voir cours). Pour montrer que l'opérateur N n’a pas d’autres vecteurs propres, il
faut montrer que ces états v, forment une base de I’espace H = L2 (R). On cherche une fonction ¢ (Q)

orthogonale & toutes les fonctions v,,. Par hypothése on a donc [ ¢ (Q) e*Q2/2Q" pour tout n > 0. On
écrit la transformée de Fourier

F(e(@e @) (P) = o= [ o(@ @ /emr
= \/% /@(Q) e Q/2 <1 —iPQ + % (—iPQ)* + .. >

Chaque terme du développement en série de e *F? est un polynéme en Q. On permute la série et
Iintégrale, et on déduit d’aprés ’hypothése sur ¢ que chacun des termes est nul, donc F (99 (@Q) e’QQ/Q) =

0, donc ¢ (Q) Q%2 = 0,VQ, donc ¢ = 0. Il n’y a donc pas de fonction orthogonale a I’espace engendré
par les v,,. Conclusion : les vecteurs orthogonaux 1,, engendrent tout I'espace L? (R) et forment donc une
base orthonormée.

2 La force de Casimir (1948)

1. On a A, =2L/a, \y =2L/b, A\, = 2l/d, avec a,b,d € N* entiers. Donc k, = i—j = Ta,etc.... La
fréquence de ce mode (a, b, d) est

a2 b2 d2 ) 1/2

1/2
sapa = ok = (24841 = (4 7+

- % ((E)Q (a® +1?) +d2>

L’énergie du vide quantique dans la boite est alors (en pensant aux deux états de polarisations
possibles)

1/2

1
El)=2 Z 5 Wabd
a,b,d>0

La divergence de & () est due aux hautes fréquences w ; appelée divergence ultraviolette.

2. On a
E)=nh Z we™w/we

a,b,d>0

1/2
D’aprés 'expression w = 7F ((%)2 (a2 + b2) + d2> , comme (I/L) < 1, on peut traiter a,b

comme des variables continues dans la somme (approximation de Riemann d’une intégrale), et

donc écrire
E(l) ~ hZ/dadbwe“/wC
d>0

Ensuite, on utilise des coordonnées polaires (a,b) — (p,6), c’est & dire (a? + b%) = p? et dadb =
pdpdf, et 6 =0 — 7/2. Alors

E()~h <g) Z/OOO dp pwe /v

d>0

1/2 1/2
avec w = 7¢ ((%)2 p? + d2) - Finalement, le changement de variable p — w = 7F ((%)2 p? + d2> )



donne wdw = pdp (%)2 et

UW) = eW) &1 =l <6(%)4L_ L
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pour L > [. Donc Fogsimir (1) = —Cfi—(l] = —EC”2L EEPIE
suivants s’annullent, donc
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™ L 2 > 2 —w/we
E(l) ~ h(§> <7rc> Z/w dw w?e
d>0 "0
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d>0 0
hL? Z? (1
— _ _ pawo
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d>0
avec wg = 7°d, et o = 1/w,. Ensuite ), e™0 =", <e_a%> = ;fj;; = a”Tlc,l
géométrique). Donc
RL? d® (1 1
E) = ——-—5|——
2rc2 do? \ ae®T — 1
B hCﬂ-QLQLQ 1
N 203 dx? \z(e®* —1)
avec x = ame/l = me/(wel).
. Ensuite . . . .
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