
PHY4123 Th́eorie des Groupes et Symétries en Physique I. Schienbein (C et TD)

EXERCICES 06

1. Le groupe O(2) (≃ C∞v) contient, en plus des rotationsR(φ) autour de l’axez, des ŕeflexionsσv
dans un plan contenant l’axez.
– SiS est la ŕeflexion dans le planx−z, montrer queSR(φ)S−1 = R(−φ), de sorte que le groupe

n’est plus ab́elien.
– Montrer que pourm 6= 0 il est ńecessaire de combiner les irrepsD(m) et D(−m) de SO(2)

pour fournir une repŕesentation irŕeductible du groupéelargi. Donner les caractères dans cette
repŕesentation.

– Qu’est-ce qui se passe au cas oùm = 0?

2. Une rotation ǵeńerale est souvent décrite par les angles d’Euler :

R(φ, θ, ψ) = e−iX
′′

3
ψe−iX

′

2
θe−iX3φ,

c.à.d. par une rotation parφ autour de l’axez, suivie d’une rotation parθ autour du nouvel axey et
d’une rotation parψ autour du nouvel axez (qui pointe dans la direction avec angles polaires(θ, φ).
Montrer, en utilisant vos connaissances sur les conjugaisons, queR(φ, θ, ψ) peutêtre expriḿee en
termes de rotations autour des axes fixes par

R(φ, θ, ψ) = e−iX3φe−iX2θe−iX3φ.

3. Montrer que

d
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)

,

sachant que le ǵeńerateurX2 des rotations autour de l’axey est donńe par la matrice de Pauliσ2/2.

4. Construire,̀a partir de la repŕesentation de produitD(1/2) ⊗ D(1/2), la matriced1m′m(θ) ≡ D1
m′m

(R2(θ)) et vérifier que c’est vraiment la bonne matrice pour la représentation vectorielle par rap-
port à la base−(x+ iy)/

√
2, z, et(x− iy)/

√
2.

5. Montrer que l’́elément de matrice réduit〈j||J||j〉 apparaissant dans

〈jm′|JM |jm〉 = C(1jj;Mmm′)〈j||J||j〉

est donńe par

〈j||J||j〉 = ~

√

j(j + 1).

[NB : Prendrem′ = j etM = 0 (ouM = 1) dans la relation ci-dessus et trouver le coefficient de
Clebsch-Gordan en construisant la combinaisonα|j, j〉|1, 0〉+ β|j, j − 1〉|1, 1〉, qui se transforme
comme|jj〉.]


