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��� ��������	� �
� ������� ����������� 
� �� �� ��� ��
 ������� ��� ����	� 
�� ��
���� �� 
� ��������
���
 ��
 ����
 	��������
� ���� ��� ������ ��
 ��
����
 ��������
�
�� ��
���� ���� ����� ��������	� ��� ���� 	��
����� 	���� � ������� ω �� ����
����� ��
 ��
����

��

����
 Ω� ������ ��
����� ����������� �� �������
 ��
 ��

����
 �
����� 
��	���

�� ����� �� ����
����� Ω ���
� ��
 ������ ���� ������� �����  ��� ������ �� ��
�!� �� ���� ���
����� ��
 ��
����
�

������� � �� "�� �� ��� ��
 Ω ��� ���� ��
 ��������
 	����
 ��

����


{(1, 1), (1, 2) · · · · · · (6, 6)}

� �� 
���� ��

���� ��
 ��� ��
 #
{(2), (3) · · · · · · (12)}

���������
�� ��������� �
� �� �����
����� ��!��� �������� � ��
���� �� ����������	��

������� � 
���� ��
 ��� ��
 > 7

⇒ {(4, 4), (4, 5), (5, 5), (4, 6), (5, 6), (6, 6)}

������� �����������

����
����� ��
 ���������
 	��
���� �� 	��

� $ ��
 ������
 �� Ω� %� ������ 
� $ �� ��!���� �������
σ&��!���� �� '���� � ���� #

( 
� )∈ $ ����
 Ā ∈ $
( ��� ��� ��
����� ����������� A1, A2 · · · ∈ $

UiAi ∈ $
( Ω ∈ $

�� 	���� �Ω * $� �
� ������ �
��	� ���������
�����

���
	� ���
������

�� 
+
���� �
� ������ 
+
���� 	������ �����������
 
��� 
���
���� �� 	�������� 
������ #

{A1, A2 · · · An} ∈ φ/ ∀i �= j Ai ∩ Aj = φ, UiAi = Ω

���
������ � ����
����� �� ������

%� ������� �� ��� �� ����������� 
� �Ω * $� �� �����	����� , �� $ ���
 -.�/0 ����� ��

( P (Ω) = 1



������ �� �������� ����� ���������

( ��� ��� ��
����� �����������
 ��	���������


A1, A2, An, �� � P (UiAi) =
∑

i

P (Ai)

(Ω * $ * ,� �
� ������ �
��	� ���������
�

�	
�	���� �

�� ��� �� ����������� ������ ��������� ��

��� ��
 ���������
 
������
 #

( P (φ) = 0 ; P (Ā) = 1 − P (A)
( P (A) ≤ P (B) 
� A ⊆ B
( P (AUB) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B)
( P (UiAi) ≤

∑
i

P (Ai)

( 
� ����
����� {Bi} 	��
���� � 
+
���� 	������ �����������
 ����


∀A : P (A) =
∑

i

P (A ∩ Bi)

���
������ 	�����������

P (A/B) �
� �� ����������� 	������������� �� A 
�	1��� B �� �
� ������ ��� #

P (A/B) =
P (A ∩ B)

P (B)

2� 
��!�� ���� ����������� #

( P (Ω/B) = 1
( P (UiAi/B) =

∑
i

P (Ai/B)

��������
�	� �� ���� ����������

A �� B 
��� �����������
 
� #

P (A/B) = P (A) ⇒ P (A ∩ B)
P (B)

= P (A)

⇒ P (A ∩ B) = P (A) P (B)

������� �� �
���

�� �������� ������ �� '�+�
 �
� #

P(A/B) =
P(B/A)P(A)

P(B)

 ��� ������ ��
 ��������
 #
P(A ∩ B) = P(A/B)P(B) = P(B/A)P(A)

P (A) =
∑
i

P (P ∩ Bi) {Bi} 
+
���� 	������

=
∑
i

P (A/Bi)P (Bi)

3��4 �� ������� ������ �� '�+�
 #

P (Bi/A) =
P (A/Bi)P (Bi)∑

k

P (A/Bk) P (Bk)

������� � �� ����������� �� �1+
��� ���� ������
��� � �	1��� /.. ���������
 �� ����
 �����
 ����&
�����
� �� ��� �� ���������	� �
� 	��� ��� 	1��� ����� #



��� ��� �� 	�
����
��

����� ������ ε
m1 5. 67
m2 8. 67
m3 6. 57

����������� ������� � 	1��	1�� λ �
� ����	���� 9���� �
� �� ����������� ���� 
��� ���� �����
������ :

P (m1/����	���) =
2

100
× 30

100
2

100
× 30

100
+ 2

100
× 50

100
+ 3

100
× 20

100

= 6
22

P (m2/����	���) = 10
22

P (m3/����	���) = 6
22

��� ������ �	 
��������� � 

����	� �����	�����	 	� ��	��	��	

2� ���
� ��
 ��"��
 ��
� ���������� �� 	��	��� �1������ �� �� ����������� 
� ��
 	�
 ����
� 3��
	��	���
 ��� ��� ���������
 ��� ��������� ������
�� �� ������ �� ����������� ���
 ��
 	�
 �������
�

 �	��� �!������

�� 	��	��� �1������ �� �� ����������� �
� ��
� 
� �����
���	� ��� ��
����� ��� ���� ���� 
+��&
���� ⇒ 	1��� ��������� ����������� ��

��� �� ���� ����������� ⇒ �� ����������� �
� �� ������ ��
������������ ���
�� 	�	� �
� ��

�����

P (A) =
�� �� 	�
 ���������


�� �� 	�
 ��

���


%� 	�	� ���
� ��
 ��"��
 �� 	�
 ���
 ��
 
�������
 ���	������
 ���
 ��
 ��������	�
 �� �1+
����

"���� ���� �#�	���� � $�����������

$���� �����	1� �
� ��
�� 
� �� ��� ��
 !����
 ������
 �� ������ ����������	� � !���� ������ �� ���
 ��
�� ������	� �� ����������
 ������ �� ������������

�	������ �

( $���� ��
��� �� ��� ���������
�� ��
 ���������
 ����
 # ����� �
� �� ����������� ���� ���!� ��
66;<;6/.< :

( �� ����������� ���� ��������
�� �
� ��
�� 
� �� ��� ��
 !����
 ������
 �� 	��
����� �� �� �����&
������ �
� ��"= ������ >

"���� ���� ���#�	���� � �
��������

�� ��
��� ��"�	���� ����� �������� �� ��
��� 
�"�	���� ����!�� �� 	1��� ���	���� �� ���
��� ����� � �1������
�� '�+�


P (A/B) =
Pr(B/A) P (A)

P (B)

�� ����������� ��� ��������� �
� �

"���� = ���������� �� ������������� ; ��
�� ����	��������
�	������ �

$���� ����������� ������ ��� 	1��� ���������� � ������� 2� 
��!�� ���	 ���� ����������� �� ����� ���	
����
��������

� ��
���� ������
� �� �
�������

$��
� �� �����	����� ��� ��
����� ���������
� (Ω * $ * ,� ���
 � ���� ��
����� E� E ���� ����
���������
� (; τ)� ?�� ������� T ∈ τ � ��� ���!� ��	������ � ����������

������� �

@��� � "� �� 6 ��
 ������	����� A 
���� ��
 6 ��
�� Ω = {(1, 1), (1, 2) · · · (6, 6)} ��� �� , #P (ω) =



������ �� �������� ����� ���������

1
36 ∀ω ∈ Ω E = {2, 3 ...12} 
���� ��
 6 ��
 s = 7 ∈ E
P (s = 7) = P (1, 6), (2, 5), (3, 4), (6, 1), (5, 2), (4, 3)) = 6

36

�������	����� ������ �� ����
������ �� ��� �� ����������� �� Ω 
� E P → PX � 
� E ≡ R �� ����� ����
�������� ��������� �������

PX(A)A∈R = P (ω/X(ω) ∈ A) = P (X−1(A))

��� �������� �	 �	����� �	 
���������

@� X �
� �� �������� ��
	���� �� ����
� �� ������ �� ����������� ������ ���������� @� X �
� 	�������
�� �1����� �� �� ��
�� ��
 ����� # P (X = x) = 0� 2� ��� ���	 ��������� �� ������ �� ���
��� ��
����������� #

P (xmin < x < xmax) =
∫ xmax

xmin

f(x)dx

��� �������� �	 ��
�������

�� ���	���� �� ����������� B �
� ������ ����� �� #

F (x) = P (X < x)

F �
� �� ���	���� �������� 	������ = !�	1��

� X �
� 	������ ⇒

F (x) =

x∫
xmin

f(x′)dx′

F (xmin) = 0 ; F (xmax) = 1

f(x) =
∂F (x)

∂x

����	��� � F �
� ��
 ����������� �� f �

��������
� ���
	��� �

@��� X �� �������� ��������� ������ �� 
��� φ(X) �� ���	���� �� X �
���
�� ����������� @� f, F 
���
��
��	�������� �� ���	���� �� ���
��� �� ����������� �� �� ���	���� �� ����������� �� �� �������� ���������X�
�����
 
��� ��
 ���	����
 ����������
 �� φ �� ���� ������ ��
��	�������� (g,G) :

���
��� �

$�
 ���� ���	���� φ ��"�	����� 3��
 	� 	�
 φ �
� ���������

( $�
 �4 φ �
� 	���

���� ����
 φ′ > o ��

F (x) = G(φ(x)) 	�� P (X < x) = P (φ(X) < φ(x))
f(x) = g(y) φ′(x) ⇒ g(y) = f(x)

φ′(x) ; y = φ(x)

( 	�
 �4 φ �
� ��	���

���� ����
 φ′ < o #

F (x) = 1 − G(φ(x)) 	�� P (X < x) = P (φ(X) > φ(x))
f(x) = −g(y) φ′(x) ⇒ g(y) = f(x)

−φ′(x) ; g = φ(x)

���	 ���
 ��
 ��� 	�
 #

g(y) =
f(x)
|φ′(x)|

3��
 �� 	�
 ���� ���	���� φ ���	����� �� ����
� �� ������� �� ��������� �� �� ���	���� �� ��
 ����������

���
 ��
���
 �� ���	���� �
� 
��� 	���

���� 
��� ��	���

����� %� ������� ��
��� = �� ���	���� �� ��
����
�� ���
 	1�	� �� 	�
 ����������
 �� ���1��� ����
�� ���
 �� 	�
 ���� ���	���� ��"�	�����



��� ��� �� 	�
����
��

���	���� � ?����� �� ���	���� �� ��������� �� �� ���	���� φ(x) = x2

��� ���	��� ����	 �����	 ������	

$� 
��� ��
 �����
 ������
 �� ���������� �� 	���	����
�� f(x) #

E[xm] =
∫ +∞

−∞
xmf(x) dx = μm

�����
�	�

2� 
��!�� � ������ ������� / #

m = 1 ⇒ E(x) = μ =

+∞∫
−∞

xf(x)dx

%�� ������ 	����
��

$� 
��� ��
 ������
 ���� �� �� ����� ��+���� μ

E[(x − μ)m] =

+∞∫
−∞

(x − μ)mf(x)dx

"
��
�	�
2� 
��!�� ��� ������ 	������ ������� 6 #

m = 2 ⇒ V = σ2 =

+∞∫
−∞

(x − μ)2f(x)dx

 � ��
 �� ���
�����	� �� �� �� ������	�� ��� ����
 ������
 
��� ������
 ����
�
� 2� 
��!�� �� #

γ1 =
E[(x − μ)3]

σ3

������ 	��C	���� ���
+������ �
D�E��

�� ������ �
� #

γ2 =
E[(x − μ)4]

σ4

������ 	��C	���� ��������

����� �D���
�
��

��� �������� ������������	

2� 
��!�� �� �� ����
������ �� B����� �����
� �� �� ���	���� �� ���
��� �� ����������� #

φ(t) = E[eitx] =
+∞∫
−∞

e+itxf(x)dx

�

(
+∞∑

k=−∞
eitxkf(xk) 	�
 ��
	���

)

f(x) =
1
2π

+∞∫
−∞

e−itxφ(t)dt

TF−1 ←→ TF



������ �� �������� ����� ���������

φ(t) = E

[ ∞∑
k=0

(itx)k

k!

]

=
∞∑

k=0

(it)k

k! E[xk]

E[xk] = 1
ik

dkφ(t)
dtk

|t=0

 
� ���	���

3��
 �� 	�
 �4 �� 
��!�� ���� �������� ��
	����� �� ����� ���� ���	���� !��������	� G(z) # φ(t) → G(z)
��������
�

• ?����� f(x) = ������ ��
 ������
 �������������
 #
F����
� # �� G�
����G ��
 ��������
 ������
 	� �� ��
 	����� = ���������� �� ����� �����	1�� ��
φ(t) �� ��
 �� ����
��� �� ������ ���	������ �� �
���� ������ �� ����� �����	1�� �� f(x)�

• ?����� �� ���	���� �� ���
��� �� ����������� f ���� �������� ��������� �� �
� �� 
���� �� ��� ����

��������
 ���������
 w = x + y
F����
� # φ(t) = E[eiwt] = E(eitxeity)

� x, y �����������
 ⇒ E(eiwt) = E(eixt)E(eiyt)
⇒ φw(t) = φx(t) φy(t)� ��� ���
 φw(t) ���������� �� ��� ������� f(x + y) �� ������� �� ����
������
�� B����� �����
� �� φ�

� ��� 	� ������
�  �
����� ������
�� 
������

@� X,Y 
��� ��� ��������
 ���������
 ������
 
� �� ���� �
��	� ���������
�� �� 	���� (X,Y ) �
� ��
�����	����� �� (Ω * $ * ,� ���
 R2�

��� �������� �	 �	����� ��� ����	

f(x, y) �
� ������ �� �� ������� 
������ #

P (x < X < x + dx, y < Y < y + dy) = f(x, y) dx dy

��� �������� �	 �	����� ��!���	

%� 
�������

� = ���� � = ������ ��
 6 ��������
 
�������

f1(x) =
∫

f(x, y) dy
f2(y) =

∫
f(x, y) dx

��� �������� �	 �	����� ����������	��	

fc(y/x) =
f(x, y)
f1(x)

��� ������ �	 ����������

������ ��
 ������
 �������������
 ������ ���� ���	��� = ������ �� ��
���
 ��������
� )�� ��
���� 	���	����
�� ��
 ������
 = ������
 	�
 ��������
 �� �
� ������ �� 
� ��
�� �� ��
���� 
� 	�
 ��������


��� 	�������
 �� 
���� ��� �
� �� ��!�� �� 	���������� ������� �� 	���������� ����� ��� ��������
 �
�
�����
����� ��� �� ������ �� �� 	�������	� #



��� ��� �� 	�
����
��

 �
��
�	�

�� 	�������	� �� 6 ��������
 X,Y �
� ������ ��� #

COV (X,Y ) = E[(X − μx)(Y − μy)]
= E[XY ] − μxμy

���	

μx =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xf(x, y) dx dy

μy =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

y(f(x, y) dx dy

) ������ �� 	���� ������ �� �������� �� 	��C	���� �� 	�����������

 �&	���� �� 	����
���

%� ������� 	��C	���� �� 	���������� �� ������� #

ρXY =
COV (X,Y )

σxσy
;−1 ≤ ρXY ≤ 1

��������
�	� �� ' �
��
���� 
��
�����

�� ������ �� 	���������� ����� ��� ��������
 ���
� ��
 �������� = �� ������ �� ��������	�� 2� 
��!�� �=
��� ����� ��������� �� ��	�

��� ������ ��������  � ���� 
� ��� ��������
 
��� ������������
� ����
 
���
���	����� ��	�������
� ,�� 	����� ��� ��������
 ��	�������
 �� 
��� ��
 ���	����� ������������
�

 � ����� ��� ��� ��������
 ������������
 X,Y �� � f(x, y) = f(x)f(y) 	� �� 	����� = #

COV (X,Y ) =
∫

(x − μx)
∫

(y − μy)f(x, y)dxdy

=
∫

(x − μx)f(x)
∫

(y − μy)f(y)dy = 0

H��
 �� 	�������	� ��� 
������� 
��
 �� f(x, y) = f(x)f(y)� $�	� � ��� ���
�� �� ��������� �� ����
��
 ��� ��������
 �� 	1��!� ��
 �� ����� ��+���� �� �������
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X,Y 
��� 	�������
 �COV (X,Y ) �= 0� �� ��� ��"��
 ����� � 	1��!����� �� ��������
 #

X,Y ⇒ X ′, Y ′ ����� �� COV (X ′, Y ′) = 0

���	
X ′ = X ′(X,Y ), Y ′ = Y ′(X,Y ) ⇒ g(X ′, Y ′) = f(x, y)J
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J =

∂X
∂X′

∂Y
∂X′

∂X
∂Y ′

∂Y
∂Y ′
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����

x =

⎛
⎜⎜⎝

x1

x2

xn

⎞
⎟⎟⎠ ; xT = (x1, x2, · · · xn)
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F (x) =
+x1∫
−∞

+x2∫
−∞

· · ·
xn∫

−∞
f(x) dx ; dx = dx1 x2 · · · dxn

f(x) = ∂n

∂x1,∂x2···∂xn
F (x)

μ�1,�2···�n = E(x�1
1 , x�2

2 , · · · x�n
n )

μ =

⎛
⎜⎝

μ1
���

μn

⎞
⎟⎠

V = E
[
(x − μ)(x − μ)T

]
=

⎛
⎜⎜⎜⎝

σ11 σ12 · · · σ1n

σ21 σ22 σ2n
���

σn1 σnn

⎞
⎟⎟⎟⎠

σij = ρij σi σj

V �
� �� �����	� ������� �����	� �� 	����������� 2� 
��!�� ���� �����	� 
+������� �� ���	 ���!�����
���� #

⇒ ∃U ��� �� g = U x ���	 V (g) = ���!�
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������  ��� ����� �� ����������� ���� �������� X = k ��
�� ��� ������� 	���� �����
 �� 1 � 0 ���	 �� ���������� p ������� �� ����� 1 #

f(k, p) = pk(1 − p)1−k

E[k] = p
V [k] = p(1 − p)

��� "����������� ���$���	

2� 
��!�� ���� ��
�������� ���� �������� ��
	���� X = k� $���� ��
�������� ��	��� �� �����������
������� k ����!�
 ���������
 ���
 �� n �

��
 ���	 �� ����������� p �� 
		�
 ��� 	1��� ����!� #

f(n, k, p) = B(k;n; p) = Ck
npk(1 − p)n−k

E[k] = np
V [k] = np(1 − p)
φ(t) = (peit + 1 − p)n
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�B(kx;nx, p) �� B(ky, ny, p) ��
��	��������� �
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�������� �
� = 
�� ��� ���������
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����� �� �� ��
�������� ���K����� ���	 m ��
����
 ��

����
 � ��� �� 6 ���

�� 	�
 �� �� ��
�������� ���K������ �� ��
�������� ����������� ��� ���� 
	1�����
�� ��� �� ������

����� #

��
����
 �� �����

/ k1 p1

6 k2 p2

� � � � � � � � �
� km pm

���	

f(k1, k2, · · · km, p1, p2 · · · pm, n) =
n!

k1!k2! · · · km!

×pk1
1 pk2

2 · · · pkm
m

�� �� � ����
 #
E[ki] = npi

V [ki] = npi(1 − pi)

$%JL(ki, kj) = −npipj i �= j

φ(t2, t3 · · · tm) = (P1 + P2e
it2 + · · ·Pmeitm)n
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( 6 ���������
 �� ������ ��
 ����� ��� �� ���� ����
 ��

�M ���� ��� ��	��� ���� 	�N�	����	���

@��� Δx � ���������� ���
 ����� �� ���� � ��
� ����� � ����������
@��� λ �� ����������� ������� / ��������� ���
 nΔX ⇒ �� ����������� ������� / ��������� ���
 ΔX 
���
p = λ

n .

$��	���
 �� ����������� ������� K ���������
 ���
 ��
 n  k ����������
 (nΔx)� 2� �
� ��
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 ������������ ���� �� 	���� ����������� 
�� �� ��
�������� ���K����� #

P (k, p) =
n!

(n − k)!k!
pk(1 − p)n−k

��

k � n ����� ����� ⇒ n!
(n − k)!

� nk

p =
λ

n
⇒
(

1 − λ

n

)n−k

= e−λ

→ f(k, λ) =
λk

k!
e−λ
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E[k] = λ
V [k] = λ

γ1 = λ− 1
2

γ2 = λ−1 + 3
φ(t) = ���(λ(eit − 1))
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 X.Y �� ,��

�� �
� �� �������� �� ,��

�� 
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	1���

����� #

X → λKx
x

Kx! e
−iλx

Y → λy
y

Ky!e
−λy

X + Y → (λx+λy)k

K! e−(λx+λy)
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����� #

f(x; a, b) = 1
b−a 
� x ∈ [a, b]

f(x; a, b) = 0 
����

E[x] = b+a
2

V [x] = (b−a)2
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N(x;μ, σ2) =
1√

2πσ2
e−

(x−μ)2

2σ2

E[x] = μ
V [x] = σ2

 � �������
��� �� 	1��!����� �� �������� 
����� #

x → z =
x − μ

σ

%� ������ = �� ���������� ���� ������� 
������� 	������ = M��� �� �� ���!�� �!��� = ������ # N(x;μ, σ) →
N(z; 0, 1)� ���� �� ���	���� 	���	����
���� �
� ������ ��� #

φ(t) = e−
t2

2
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x → x =

⎛
⎜⎝

x1
���

xn

⎞
⎟⎠μ →

⎛
⎜⎝

μ1
���

μn

⎞
⎟⎠

− (x − μ)2

2σ2
→ −1

2
(x − μ)T A(x − μ)

�� ����
� E [x − μ] = 0 ∫
(x − μ) e−

1
2
(x−μ)T A(x−μ) dx = 0

%� �������	�� ��� ������� = μ

⇒ E[(x − μ) (x − μ)T ]A = 1

⇒ V A = 1 ⇒ A = V −1

N(x;μ;V ) =
1

(2π)n/2|V |1/2
���

[
−1

2
(x − μ)T V −1(x − μ)

]

�4 |V | �
� �� ����������� �� �� �����	� V

�����	
��� � *���������� ���
�� ) ' ��������� (X,Y )

V =

⎛
⎝ σ2

x ρσxσy

ρσxσy σ2
y

⎞
⎠ $%L(x, y) = ρσxσy

V −1 =
1

σ2
xσ

2
y(1 − ρ2)

=

⎛
⎝ σ2

y −ρσxσy

−ρσxσy σ2
x

⎞
⎠

⇒ f(x, y) =
1

2πσxσy

√
1 − ρ2

e−
1
2 G

G =
1

1 − ρ2

[
(x − μx)2

σ2
x

− 2ρ(x − μx)(y − μy)
σxσy

+
(y − μy)2

σ2
y

]
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��� �� ����������� = ����� ������ ���
 �� ��� (X,Y ) 
��� �����
 ��
����� G� 2� 
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�
�

��. "����������� �	 /����

C(x, μ, α) =
1

πα

1
1 + (x − μ)2/α2
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��� 
�
 �� ��� �� '����&P�!����  ��� �
� ������ 
�
 �� ����� #

f(m;M,Γ) =
1
2π

Γ
(m − M)2 + Γ2
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��0 ' ������������ χ2

@����� x1, x2, x3 · · · xn� n ��������
 ������������
 �� ��
������
 ������������ ����
 �� ������

χ2(n) =
n∑

i=1

(xi − μi)2

σ2
i

�4 ��
 μi, σ
2
i 
��� ��
 �
�����	�
 �� ��
 ������	�
 �

�	���
 = xi�

��� �� ��� � χ2(1)

χ2 =
(

x−μ2

σ2

)
= z2

Q = χ2 = z2

Q = z2

�� ���	���� �� ��
�������� �� M ���
������ ������������ �
� ������ ��� #

f(z) =
1√
2π

e−
z2

2

9���� �
� �� ���	���� �� ��
�������� g(Q) �

�	��� = Q :

P (Q < q) = P (−√
q < z <

√
q)

G(Q) = F (
√

q) − F (−√
q)

g(Q) = f(
√

q)
2
√

q + f(−√
q)

2
√

q

χ2(1) → g(Q) =
1√
2πq

e−
q
2 =

1√
2πχ2

e−
χ2

2

$� ��
���� 
� !�������
� � 	�
 �� n ���	���� #

χ2(n) → g(χ2, n) =
(χ2)

n
2
−1

Γ(n
2 )2n/2

e−
χ2

2

E[χ2(n)] = n
V [χ2(n)] = 2n

φ(t) = (1 − 2it)−n/2

���	���� �
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���� ���� ��
�������� χ2(n1) �� ���� ��
�������� χ2(n2) �
� �� ��
�������� χ2(n1 +
n2)�

���1 ' ������������ ����	��

�� �������� t = zq
χ2(n)

n


�� �� ��
�������� 
����� 
� �� �������� z �
� ��
������ ����������� #

f(t, n) =
1√
πn

Γ(n+1
2 )

Γ(n
2 )

1

(1 + t2

n )
n+1

2
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@����� X1,X2 · · ·Xn, n ��������
 ������������
 ���������
 ���
�����	� mi �� �� ������	� σ2
i 
����� ��


���
 fi ���
 ���	����� ��������
��

@��� S2
n =

n∑
i=1

σ2
i �� Fi �� ���	���� �� ����������� �� (Xi − mi) ����


n∑
i=1

(Xi − mi)
Sn

���� ���
 U = N(X; 0, 1)


� �� 	�������� �� ��������!&$����� �
� 
���
����� #

lim
n→∞

[
1
S2

n

n∑
i=1

∫
|x|>ε Sn

x2dFi(x)

]
= 0
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�� �� 	
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@� ��
 Xi 
��� ��������
 ���	 	���� �
�����	� m �� ������	� σ2 ����


1√
n

(
X1+X2+···+Xn−nm

σ

)
= 1√

n

∑
i

(Xi−m)
σ =

n∑
i

Xi−m√
nσ

�
� �� 
���� �� n ��������
 	������
 ��
�����	� ����� �� �� ������	� = 1
n � $1�	�� ��

��� �� ���	����

	���	����
���� φXi(t) = E(eitXi) = 1 + 0 − t2

2n + 0
(

1
n2

)
� �� ���	���� 	���	����
���� �� �� 
���� �� 	�


��������
 ������������
 �
� φX(t) =
n∏

1=i
φi =

(
1 − t2

2n

)n
� @� n → ∞� �� � ����
 # φX(t) → exp

(
− t2

2

)
��

�
� ���� ������ �� �� ���	���� 	���	����
���� �� N(X, 0, 1)�
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 �
�
� ������ ���������� 2� �
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���
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 ������
 ������
 ���������
� �� ��
�� ������� � ����
 ��� t� �� ������ �� 	�
����

���
 � ����	���� �� ����
 ���� ���� �

�M ���!� ��� �� ����� �� ������� ���������� #
@� �� ������ �
� ���� ⇒ bit = 1
@� �� ������ �
� ������ ⇒ bit = 0
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���!� $�	� ���� ��� ����
����� ��	�� ���
��� !���� ������ �� ������
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 �
� ��	�
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 ���
 �
���&���������
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 �� ������� ��
 ������
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� ��� !��������� ����
����� = ��
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��
 
� ��
 
���
 ��	������
 �� ���	 ���1���
����� ���������
� ,���� 	�

���1���
 	���� �� ��1��� �
� �� ��
 ����
���  ��� �
� ��
��� ��� �� �������� ��	������ 
������ #

ri+1 = a ri ����� m

%� ��� a �� m �� 	1��
�

��� m �� ��
 ���!� ��

���� �������� �� �� 
��� � m
4 ��� � 	1��� ���������

�� a��
%� 	�����	� ��� r0 → r1 → r2 · · · � ) ������ �� 	���� 
��� �� ������
 �� ������� ��
 ������
 ����
 ri

m−1
G���������G ∈ [0, 1]�
����	��� � 2� �
� ��	�

���� �� ���
�� = 	1��!�� �� ����� �� r0 ��� 	1��� ����!� ���
�� ���� ������
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(�� 2��!	 ���� ���������� ����	 �����	 X

�������� �� �
 $�	��� �� ���
������

$���� ���1��� 
�������� ���
�� �� ���	���� �� ����������� �
� �����
���� �� F−1 ��

��� �� �����
����+���� 
������ 3��
 	� 	�
 �� �������� Y = F (X) �
� ����������� ��
������ ���
 [0, 1] 	�� ��
���	���� �� ���
��� �

�	��� = 	���� ������� �������� �
� ������ ��� #

g(y) =
f(F−1(y))
F ′(F−1(y))

= 1

)��
�� �� 	1��
�

��� n ������ ���������
 r1, r2 · · · rn ���
 ������������ [0, 1] ��
 �����
 ������� � �	1��&
������ �� n ������ ���������
 �� X �� ������� F−1(ri)�

-��!�� �� ��#��

$���� ���1��� 
�������� ���
�� �� ���
��� �� ����������� �� X �
� = 
����� ����� �� ��
�� ����� %�

���
� �� 0 ≤ X ≤ 1 ��� 
���������


��� M � ������ ���� ��� �� ∀X ∈ [0, 1] f(X) ≤ M

./ %� ���� � 1�
��� � ������ U ����� . �� / ����� ��S�� �������� *
'/ %� ���� � ��������������� V ����� . �� M *
0/ %� 	������ f(U) �� V � 
� f(U) ≥ V �� !���� U 
���� �� �� ��"����

��������
�� �

./ T��������� ���� ��
�������� !�

����� N(X,μ, σ) # %� �� ����
�� �� �1������ 	������&������ # ��

���� ��
 ��������
 ���������
 ����������� ��
������
 
� ������������ [0, 1] �
� �� �������� !�

�����

� n ↗ (n ≥ 12)

X = μ + σ

[
12∑
i=1

ri − 6

]
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12∑
i=1

ri −→ N(r, 12 × 1
2
, 12 × 1

12
) = N(r, 6, 1)

'/ T��������� ���� ��
�������� �� ,��

�� # %� ��!����� ��
 ��������
 ���������
 �������
 #

ri ∈ [0, 1] ⇒ Γi = −�n(ri)

�� �����
����� n �� �� ��� �� ,��

�� �
� �� ��
 !���� ������ n ��� ��
n∑

i=1
Γi < λ
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 ��	1����
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�
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���� �� ��
 ����������� �
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����� ��� #

I =

b∫
a

f(x)dx ⇒ b − a

n

∑
i

f(xi)

xi = a + (i − 1)
b − a

n
i = 1, · · · n

��� ���1��� ���������� = 	���� ����!������ ������� �
� ������ ��� #

b − a

n

∑
i

f(xi)

xi = a + ri(b − a)

ri ∈ [0, 1]

%� ��� 
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� ��������!� �� 	���� ���1��� ��� ������� �� ���1���
 �������
�
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f(x)dx =
∫

f(x)
g(x)

g(x) dx =
∫

h(y) dy

%� 	1��
�� g ����� �� f(x)/g(x) ����� �� ����
 ��

����� 2� ��� ��� 	��� ������ �� ���	���� ����+����
�� ��

����� � ���� = �� ���	���� f �  � ���� ���
 �� 	�
 ������ �4 g ≡ f � ������!���� ��� / �� ��
������	� �
� �����

1�������
��� � %� ����!�� �� ���	���� ���	���� f 
� � ���������� [a, b]� ) 	1��� ����� !�����
xi ∈ [a, b] �� �

�	�� � ���� ����� x′

i �� �
� 
�� 
+������� ��� ������� =
b−a
2 � 	��� ������ �� 
�������
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dxf(x, y)
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 [0, 1] �� !������ y ����������� ���
 [0, x]�
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